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RESUMO

O presente artigo aborda o que os livros didaticos da Educacgéo Basica se
omitem por ndo possuir um publico contingente de admiradores nessa fase
de ensino. O objetivo deste é demonstrar todas as proposicdes de forma que
gualquer admirador da Matematica consiga compreender as manipulacdes
algébricas dos Critérios de divisibilidade por 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e 10 de
maneira formal utilizando as ferramentas de divisibilidade constituinte da
Teoria dos NUmeros.

PALAVRAS-CHAVE: Algebra, Teoria dos Numeros, Critério de
Divisibilidade.

INTRODUCAO

O presente artigo € resultado de um trabalho desenvolvido para
alunos pertencentes aos 9° anos da Escola Estadual Sebastido Nordes de
Manaus - AM, alunos este que possuem um desenvolvimento cognitivo mais
apurado, capazes de se sobressair tanto no conhecimento matematico
guanto no conhecimento das outras ciéncias, pois tanto nos preocupamos em
buscar novas metodologias para que o aluno que possui dificuldade no
ensino/aprendizagem possa ter um aproveitamento melhor do que esta sendo
exposto, que muitas vezes findamos cometendo o pecado de esquecer dos
chamados “bons alunos”, pois os alunos que possuem um déficit de
ensino/aprendizagem nos levam a maior parte do nosso tempo em salas de
aulas. Tal atencdo é focalizada somente nesses alunos, em alguns casos,
findamos desencorajando/desestimulando o estudante que possui uma maior
facilidade de aprendizagem em matemética, pois tudo fica facil de mais e nos
seres humanos somos motivados por desafios. Isso nos leva a um impasse,
O que fazer para continuar atendendo a classe de alunos que possuem
dificuldades de aprendizado sem desmotivar os “bons alunos”. Foi com intuito
de atender a essas duas classes de alunos que criamos o projeto Matemética
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Avangada, pois ndo queremos correr o risco de perder/desmotivar 0S N0ssos
bons alunos.

No projeto Matemética Avancada se € estudado tdpicos de
matematica que nao estdo no seu componente curricular de sua serie, mas
por sua vez de grande relevancia para o seu aprendizado. Os tdpicos
abordados, alguns sé@o de series anteriores e outros de series posteriores ao
9° ano. Neste artigo apresentaremos o tépico; Critérios de Divisibilidade, o
objetivo deste ndo é simplesmente apresentar os critérios de divisibilidade
mais sim, as suas justificativas, o porqué que da certo, ou seja, toda a
matematica algébrica por traz de cada critério.

DIVISIBILIDADE

Defini¢do: Dados dois numeros inteiros a e b, diremos que a divide
b, denotaremos como alb, quando existir um inteiro k € Z tal que b = k .a.
Nesse caso, poderemos dizer também que a é um divisor ou um fator de b
ou ainda que b € um multiplo de a ou que b é divisivel por a.

Demonstraremos a seguir algumas propriedades necessarias para a
compreensdo do tépico com todo rigor matematico exigido, porém
utilizaremos uma linguagem bem sucinta para explicar a formalidade das
demonstracdes.

Proposicéo 2.1. Sejam a, b, c€Z,taisquea|(b+c). Entdoalb < a|c.

Demonstracéo:
=Suponhamosquea|b+c—>b+c=k;.a,0ondek, €Z (0]
Agorasealb »>b=k,.a,ondek, € Z (2)

Substituindo a equacéo (2) na equagéo (1), temos:
b+c=k;.a—>k,a+c=k;,.a—>Cc=k;.a-ky.a—>c=(k -k,).a como (k; -
k,) =ke Z,temos: c=k.a — alc

<Como no caso anterior, suponhamos que a|b +c — b +c =k, .a, onde k,
e’z 3)
Agora se alc > c =k,.a,onde k, € Z 4)
Substituindo a equacédo (4) na equagéo (3), temos:
b+c=kja->b+k,a=ki.a>b=k;.a-k,.a—>b=(k, -k,).acomo(k, -
k,) =ke Z, temos: b=k . a — alb.

Proposicéo 2.2. Dados a, b, ¢ inteiros ndo nulos, temos que: ab = ab . c
Demonstracado: se alb, > b=k;.a onde k; € Z (5) multiplicando ambos os
membros da equacao (5) por ¢, temos:
b=ki.a>b.c=k;.c.ca,comok,.c=ke Z,temosqueb.c=k.a—ab.c
Proposicéo 2.3. Sea, b,c € Z,taisque a/beajc, entdo paratodox,y € Z

temos que:
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a|(xb + yc).

Demonstracdo: Sealb > b=k;.a,onde k, € Z (6)
Sealc >c=k,.a,0onde k,e Z @)
substituindo a equacéao (6) e (7) na equacgédo xb + yc, temos:
xb+yb=x.k;.a+Vy. k,.a=(X.k; +V. k). a,como (X.k; +Y.k,)=ke Z,
obtemos o seguinte

xb+yb=k.a—a|xb+yc).

a seguir veremos os critérios de divisibilidade por 2,3,4,5,6,7,8,9 e 10

Teorema: (Critério de divisibilidade por 2) Dado um nimero a € N, onde a
tem n algarismo (com n = 1). O nimero a pode ser escrito como:

a=a,10"+ a,_; 10" + -+ a,10% + a, 10* + a, é divisivel por 2 se,
somente se, 2 divide a,.

Demonstracdo: Dado a temos:
a=a,10"+ a,_; 10" + -+ a,10? + a, 10! + a, — evidenciando 10,
temos:
a=10.[a, 10"+ a, ;10" 2 + -+ a, 10  + a; ] + a
a=25. [a, 10" 1+ a,_; 10" 2+ -+ a, 10 + a, ] + aq

Y
Chamaremos tal expansdo de m = 5[ a, 10" * + a,_;10"%2 + -+ 4+ a,10* +
a,], comisso :
a=2m +a,
=Suponhamos que 2| a,, pela proposigéo (2.2) 2| 2m, com isso temos
pela proposig&o (2.3 ) que 2| 2m +a,, logo 2| a
< Suponhamos que 2| a, reescrevendo a, = a —2m, como 2| 2m, pela
proposicéo (2.3) 2| a—2m, logo 2| a,.

Teorema: (Critério de divisibilidade por 3) Dado um nimero a € N, onde a
tem n algarismo (com n = 1). O nimero a pode ser escrito como:

a=a, 10" + dn_l 10"t + .-+ a, 10?2 + a, 10 + a, é divisivel por 3 se,
somente se, 3 a, + a,_1+ ...+ a, +a; + a,.

Demonstracdo: Dado a temos:

a=a,10"+ a,_; 10" + .-+ a, 10% + a, 10 + q,

a=a,9+ )" +a, 9+ D"+ +a,(9+ 12 +a;(9+ D! +aq,

a=a,(999..9+ 1) +a,_1(999..9+ D+ ..+a,.(99+1) +a;(9+ 1) + q
\_Y_/ \_Y_/ —— —

nvezes n-1vezes 2vezes 1vez

Editora Epitaya | Rio de Janeiro-RJ | ISBN 978-85-94431-55-4 | 2024 91



Critérios de divisibilidade uma abordagem algébrica

a=a,(999..9+a,.(D+a,_1(999...9) +..+a,.(99)+ a,(1)+a,(9)+a, (1) +a,
S

\_Y_/

nvezes n-1 vezes 2 vezes 1lvez

Reorganizando temos:
a=a,(999..9)+a,_,(999..9)+...+a,. (99)+a,(9+ (a, + a,_, +....+ a, +
a;+ao) —

nvezes n-1vezes 2vezes 1vez

Evidenciando o 9, temos:

a=9a,(111..1)+a, (111 .. D+..4a,. AD+a; (1] + (an + ap-y +..+ a,
\_Y_/ —

+ a,+a,
nvezes n-1 vezes 2vezes 1lvez

a=3.3[a,(111.. D+a,_ (111 .. D+...+a,. AD+a, (D] + (a, + ap_; +....+
—y— ——

\ )

nvezes n-1 vezes 2vezes 1lvez

M€Z

Chamaremos de M a expansao
3la, (111 ... 1+ay_1 (111 ... 1)+...Fa,. (11)+ga, (1)], com isso
n n-1 2 1

nvezes n-1 vezes 2 vezes 1vez
a=3m+(a, ta,_,+...t a, +a,;+a;)

— Suponhamos que 3| (a, +a,_; +...7 a, +a;+a,), como pela
proposic¢ao ( 2.2) 3| 3m, com isso temos pela proposicao ( 2.3) que 3| 3m
+(ay + @y g +.+ Ay +a;+a,), logo 3| a.

< Suponhamos que 3| a, reescrevendo (a, + a,_; +....+ a, +a;+tay) =a-
3m, como 3| 3m, pela proposigéo ( 2.3) 3| a—3m, logo 3| (a, + a,_; +...+
a, +ajt+a,)

Teorema: (Critério de divisibilidade por 4) Dado um nimero a € N, onde a
tem n algarismo (com n = 1). O numero a pode ser escrito como: a

=a, 10" + a,_, 10" 1 + .-+ a,10% + a, 10' + a, é divisivel por 4 se,
somente se, 4| a; 10' + a,.

Demonstracdo: Dado a temos:
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a=a,10" + a,_;10" 1 + .-+ a,10% + a,10' + a, — evidenciando 100,
temos:

a=100[a,10" %+ a, ;10" 3 +--+a, | + a; 10! + q,
a=425] a, 10" 2 4+ q, 10" 3 4+ - +q, ]+ (’11101 + a,
T
Chamaremos tal expansdo de m = 25.[ a¢,,10" 2 + a,,_;10" 3 + ---+ a, ] com
iSso temos:
a=4m+a,;10' + q,

— Suponhamos que 4| a; 10' + a, como pela proposigéo ( 2.2) 4| 4m,
com isso temos pela proposi¢éo (2.3 ) que 4|4m +a,10! + a,, logo 4| a

< Suponhamos que 4| a, reescrevendo a;10! + a, = a —4m, como 4 | 4m,
pela proposigéo (2.3 ) 4| a—3m, logo 4| a,10' + a,.

Teorema: (Critério de divisibilidade por 5) Dado um nimero a € N, onde a
tem n algarismo (com n = 1). O nimero a pode ser escrito como: a

=a, 10" + a,_, 10" 1 + .-+ a, 10% + a, 10* + a, é divisivel por 5 se,
somente se, 5| a,.

Demonstracdo: Dado a temos
a=a,10" + a,_,10"* + -+ a,10% + a,10' + a, — evidenciando 10,
temos:

a=10.[a,10" 1+ a,_;10"2 + .-+ a,10' + a,] +a,
a=5.2[a,10""' + a,_110"? + -+ a,10" + a,;] +a,
T

Chamaremos tal expansdo de m = 2[ a, 10" + a,_;10""%2 4+ -+ 4+ a,10* +
a,], com isso:
a=5m +a,

=Suponhamos que 5| a,, como pela proposicao ( 2.2) 5| 5m, com isso
temos pela proposigéo ( 2.3) que 5| 5m +a,, logo 5| a

< Suponhamos que 5| a, reescrevendo a, = a —-5m, como 5| 5m, pela
proposigéo (2.3 )5| a—5m, logo 5| a,.

Teorema: (Critério de divisibilidade por 6)Dado um nimero a € N, onde a
tem n algarismo (com n = 1). O nimero a pode ser escrito como: a

=a, 10" + a,_, 10" 1 + .-+ a,10% + a, 10' + a, é divisivel por 6 se,
somente se, é divisivel por 2 e por 3.

Demonstracdo: Dado a temos
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a=a,10" + a,_;10" 1 + .-+ a,10% + a,10 + a,, pelo critério de
divisibilidade por 2, temos que, para um nimero a ser divisivel por 2,
depende apenas de a,. E pelo critério de divisibilidade por 3, temos que
para a ser divisivel por 3, depende apenas que a soma de seus algarismo
seja divisivel por 3. Quando um nimero cumpre essas duas exigéncias,
dizemos que esse namero é divisivel por 6.

Teorema: (Critério de divisibilidade por 7)Dado um numero natural a,
considere a = 10n + b, onde b é o algarismo das unidades, a é divisivel por
7 se, e somente se, n — 2b é divisivel por 7, ou seja, 7|a < 7| n - 2b.

Demonstracao:

= Suponhamos que n — 2b seja divisivel por 7, ou seja, n — 2b € um ndmero
da forma 7k, onde k €Z. com isso temos:

n — 2b = 7k — multiplicando ambos 0os membros da igualdade por 10,
temos:

10n — 20b = 70k — adicionando (+21b) a ambos 0os membros da igualdade,
temos:

10n — 20b + 21b = 70k + 21b

10n + b =7(10k + 3b) — como (10k + 3b) = k, € Z, temos:

10n+b="7k, ~7|10n+b

< Suponhamos agora que a seja divisivel por 7, ou seja, a € da forma 7k,

onde k; € Z

a=7k — 10n + b = 7k — podemos escrever b = 21b — 20b para facilitar na
demonstracao.

10n + (21b — 20b) = 7k — adicionaremos (-21b) a ambos 0s membros da
equacéo.

10n + (21b — 20b) — 21b = 7k — 21b

10n —20b = 7(k — 3b) —»como (k—3b) =k, € Z

10n — 20b = 7k; — evidenciando 10, temos:

10(n — 2b) = 7k;— como mdc(7, 10) =1, e 7| 10(n — 2b), concluimos entdo
que 7|n - 2b.

Teorema:( Critério de divisibilidade por 8) Dado um nimero a € N, onde a
tem n algarismo (com n = 1). O numero a pode ser escrito como: a

=a, 10" + a,_, 10" 1 + .-+ a, 10% + a, 10' + a, é divisivel por 8 se,
somente se, 8| a, 10 + a; 10' + q,

Demonstracdo: Dado a temos:
a=a,10"+ a, 10" + .-+ a,10% + a,10! + a, — evidenciando 1000,
temos:

a=1000.[a,10" 3% + a,_ ;10" * + -4+ a; | + a, 10% + a; 10 + q,
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a= 8.125. [a,10" 3 + a, ;10" * + -4 a3 ]+ a, 102 +a; 101 + a,
T
Chamaremos tal expansdo de m = 125. [ a, 10" 3 + a,_;10"* + -+ a5 ]
com isso temos:
a=8m+a, 102 +a,; 10' + qa,

= Suponhamos que 8| a, 102 + a, 10 + a,, como pela proposi¢édo ( 2.2)
8| 8m, com isso temos pela proposi¢ao ( 2.3) que 8| 8m + a, 102 + a, 10t +
a,, logo 8| a

< Suponhamos que 8| a, reescrevendo a, 10% + a, 10! + a, = a—8m,
como 8| 8m, pela proposicéo (2.3) 8| a —8m, logo 8| a, 10% + a, 10! + a,.

Teorema: (Critério de divisibilidade por 9)Dado um nimero a € N, onde a
tem n algarismo (com n = 1). O nimero a pode ser escrito como: a

=a, 10" + a,_, 10" 1 + -+ a, 10% + a, 10 + a, € divisivel por 9 se,
somente se, 9| a, + ay_i+ ..+ a, + a; +aq.

Demonstracdo: Dado a temos:

a=a,10"+ a,_; 10" + -+ a, 10% + a, 10 + q,

a=a,9+ )" +a,_ 19+ D"+ +a,(9+ 12 +a;(9+ D! +aq,

a=a,(999..9+1)+a,_1(999.9+ 1) +...+a,.(9+ 1) +a,(9+1) +a
n( ) +a,_4( ) 2 ( )+, (9+ 1) +a,

[ ———

nvezes n-1 vezes 2vezes 1vez

a=q,(999...9)+a,.(1)+
A — e

a,-1(999 ...9)+a,_;. (D+...+a,.(99)+ a, (D)+a, (9)+a, (1) +a,
nvezes n-1 vezes 2vezes 1lvez

Reorganizando temos:

a=a, (999 ...9)+a,_,(999 ---9)+---+@2-(99)+%2)+ (a, +ay_q +..t a, +

a;+ao)
nvezes n-1 vezes 2vezes 1lvez

Evidenciando o 9, temos:

lei[a(?m e D+ (111 '*'1)+"'+a&Y'(5)+@Y(—1/)] t(ap +ayg tot @
nvezes n-1 vezes 2vezes 1lvez

Chamaremos tal expansdo de m =

[a,(111.. D+a,_, (111 ... D)+...+a,. (11)+a,(1)], com isso temos:
nvezes n-1veze 2 vezes 1vez
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a=9Im+(a, +a,_, +...t a, +a;+ay)

— Suponhamos que 9| ( a, + a,_; +...+ a, + a,;+a,), como pela
proposic¢ao (2.2 ) 9| 9m, com isso temos pela proposi¢édo (2.3 ) que 9| 9m
+(a, +a,_1 +...% a, +a;+a,), logo 9| a.

< Suponhamos que 9| a, reescrevendo (a, + a,_4 +...*+ a, +a,+tay) =a-
9m, como 9| 9m, pela proposigéo ( 2.3) 9| a—9m, logo 9| (a, + a,_; +...+
a, +a;+ag)

Teorema: (Critério de divisibilidade por 10). Dado um nimero a € N, onde a
tem n algarismo (com n = 1). O niumero a pode ser escrito como: a

=a, 10" + a,_, 10" * + -+ a, 10% + a, 10* + a, é divisivel por 10 se,
somente se, 10| a,.

Demonstracdo: Dado a temos

a=a,10"+ a,_,10"* + -+ a,10% + a,10' + a, — evidenciando 10,
temos:

a=10[a,10™ ! + a,_;10" 2 + .-+ a,10' + a;] +a,

Chamaremos tal expansdo de m =[ a,10" ! + a,_;10" 2 +--- + a,10' +
a,], com isso temos:
a=10m +a,

=Suponhamos que 10| a,, como pela proposi¢ao (2.2 ) 10| 10m, com isso
temos pela proposi¢éo (2.3 ) que 10| 10m +a,, logo 10| a

< Suponhamos que 10| a, reescrevendo a, = a —10m, como 10| 10m, pela
proposigéo (2.3 )10| a - 10m, logo 10| a,.

CONSIDERACOES FINAIS

Por fim, esperamos que esse trabalho seja de grande proveito para
estudantes e professores da educacdo bésica e como também para
estudante de graduac@o em Matemética que estejam interessados em saber
0 porqué que os Critérios de Divisibilidades funcionam
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